
代数部分
1.不等式
(1)BMO1-2006-5

思路
因为我们可以看到单纯的不等式不是很好解,所以说第一种方法就是用平方不为负数的性质解
我们可以知道: 1.平方差公式的项可能是多项式 2.不要害怕开平方 3.最后要化成平方形式
第二种方法涉及均值不等式和面积公式的灵活运用
因为 RHS真的看上去很想海伦公式,我们能不能用面积公式来推导？
我们可以知道: 1.相似形式的转化 2.寻找相同意义然后转化形式

(2)BMO1-2007-5

思路

通过证明相似来转化边

一开始设面积为 1,三个三角形面积分别为 a,b,c,1=a+b+c



经过面积法转化我们了比例

另一种方法是先证明∆DNP~∆PFM~∆LPE(用平行线证明)
然后设 DP=xa,NP=xb,DN=xc,LE=ya,EP=yb,LP=yc,PM=za,FM=zb,FP=zc
ratio = xyz∙abc

(x+y)(x+z)(y+z)∙abc =
xyz

2xyz+xy(x+y)+xz(x+z)+yz(y+z)

≤ xyz

2xyz+2x
3
2y
3
2+2x

3
2z
3
2+2y

3
2z
3
2
≤ xyz
2xyz+63 x3y3z3

= 1
8

(1)BMO1-2010-6

思路

2.函数
(1)BMO1-2006-1

思路
factorise;答案是 5,13,17,97
(2)BMO1-2007-1

思路
factorise,答案是 4030057
(2)BMO1-2009-5

思路

E

F
D



(2)BMO1-2011-4

思路
第一种情况下是每次减 1,第二种是每次减 2



(2)BMO1-2014-1

思路



(2)BMO1-2014-6

思路

(2)BMO1-2016-2

思路
本质上就是分类讨论



(2)BMO1-2019-6

3.数列
(1)BMO1-2011-2

思路

(1)BMO1-2015-3



思路
首先我们先来看tk的规律,即差的差是常数(我们假设tk=3k2+2k+1)

也就是说,我们要在 Fibonacci数列中找到差的差是常数项的

因此,中间 4个数就是最多的可能性了,接下来便可以求解

(1)BMO1-2015-6

思路



(1)BMO1-2017-4

思路
我们首先先试几项

随后我们发现,每一次 n+1实际上可以向前或后变化一位数字
我们也可以证明这一点
由此,便可推出结论

(1)BMO1-2019-2

思路
factorise之后可得



因为an+1剩下的两个结果中肯定有一个是 odd(因为两个数之差为 1)
所以说a1是 odd即可
(1)BMO1-2019-4

思路
第一步是先试一试
第二步是,如果一个新企鹅在后面,设其号码牌为 33p
那么,会不会存在 11p让它不待在后面?
诸如此类

5.不定方程的整数解(丢番图方程)
(1)BMO1-2005-1

思路
720 = 16×9×5 , 连续的三个数必定有 2与 3的倍数,分别找出在满足 prime条件下 mod 2/3/5
的大小,然后带入式子看看这些情况下满不满足被 720整除
remember, a|c and a|c, so ab|c
证伪只需要举出例子即可
(2)BMO1-2006-6



思路

首先第一步是先判断 1 + 12n2 是整数(不可能是n
2)

然后化简,基本操作,最后一步得到 3n2 = c(c-1)
因为 c（c-1）co-prime,n不可能同时被这两项整除
所以说设 n = x²y²,则 c,(c-1)这俩一个是 x²,一个是 3y²
如果 c是 3y²,那么 c-1就是 3y²-1 = x²
但是因为平方 mod 3后=0或 1,不可能为 2
所以说 3y²-1 永远不等于 x²
c是 x² 那么 4c=a=4x²,证毕
这告诉我们不要想当然,n = x²y²
解有无限多,只要右图两边一直平方下去就能得到新的解

(1)BMO1-2007-2

思路
symmetric,只要考虑半边就行
注意 66因式分解时可以分成负数,但是如果分成负数的话 x或 y就不是正数了(必须点明)

(1)BMO1-2009-1

思路



(1)BMO1-2009-6

思路
注意,我们不需要证明出解,我们只需要证明出对于一组解仅有一组对应坐标即可

(1)BMO1-2010-1

思路

写出表达式后带入范围!
(1)BMO1-2010-2



思路

答案:5
(1)BMO1-2011-1

思路

(1)BMO1-2011-5

思路
两个连续的 square中间不可能有第三个 square

(1)BMO1-2012-3

思路
再次强调!求解丢番图方程后一定要验算!



(1)BMO1-2012-4

思路
n太烦人了!所以说我们想要去掉 n

注意,两个 factors之间差的应该是 10b的倍数



(1)BMO1-2013-1

思路
因为每一项都跟 2013或多或少有点关系,所以说让 2013=n

结果是(n2+1)-(n2+1)=0
(1)BMO1-2014-2

思路

(1)BMO1-2014-4

思路
首先写出一个 general的形式



然后,如果 m|a,m|b,则 m|a-b

(1)BMO1-2016-3

思路

(1)BMO1-2016-4

思路
我们要先探寻平方差具有什么性质



我们发现,平方差不可能是 4n+2的倍数
因为(a+b)(a-b)只可能是 2和 4的倍数,而不能是 2但不是 4的倍数

所以说,A先走,抽 4n,如果 B抽了 4n+1,A抽 4n+3,如果 B抽了 4n,A就抽 4n
(1)BMO1-2016-6

思路
首先,这道题可以用中国剩余定理,但是这里的话我们尝试丢番图
首先我们 re-organise the question

所以说问题转换成了

因此,我们需要找到 k的所有可能性,然后从里面找到 minimum even的答案
我们可以看到,k的第一种结果便是 n(虽然说不符合题意)
我们注意到,如果 3|n, lcm(n,n+2,n+4,n+6)=13n(n+2)(n+4)(n+6)
我们分情况讨论



(1)BMO1-2018-3

思路



几何部分
1.三角形多边形
(1)BMO1-2005-3

思路
圆内接四边形等角对等边
(2)BMO1-2005-5

思路
难点是用 X证明 G是平行四边形,我们只来关注这一条
分成两部分:证明 X在四边形之内,证明四边形是平行四边形
如果要证明四边形是平行四边形,我们要用到不同的定义
在这里我们选择对边平行,因为边的长度受分割线的影响太大
假设一个四边形和一个 X,如右图
用面积法易证A∆A‘A‘‘X = A∆B‘B‘‘X

则1
2
·A‘X·A‘‘X·∠A‘XA‘‘=1

2
·B‘X·B‘‘X·∠B‘XB‘‘

同理,易得A‘X·A‘‘X=B‘X·B‘‘X,AX·A‘‘X=BX·B‘‘X，A‘X·AX=B‘X·BX
所以A‘X= A‘‘X,B‘X = B‘‘X,AX=BX,所以说对边平行(另一对同理)
顺便要提一嘴说 X必须要在最右边线的左边,最左边线的下面,最上面线的下面,最下面线的上面
就是在四边形中间
(4)BMO1-2006-2

思路
有关于第二部分的证明

(5)BMO1-2006-2

思路
证明两边相等时,除了用全等/相似/四点共圆等外
因为本题垂直较多,可以考虑设数列勾股定理



(6)BMO1-2007-3

思路
有两个四点共圆,通过 BQ导角

或者连接 BQ,根据四点共圆,∠BQA=∠MQV,所以说∠BQM=∠AQV

因为 Rt∆BQW和 Rt∆AQV,퐵���=
퐶�
��,因此∆BCQ~∆WVQ

剩下的导两个角就行了
(6)BMO1-2009-2

思路
把有关线 AC/BD/CE转化成直角三角形

因为∠ABD+∠D=∠ABD+∠E=180,∠D=∠E,AE=BD

(6)BMO1-2009-4

思路

Let BE=a, CF=b,可以算出 EF
∆ZUF~∆YAF, 用 AF表达出然后算出 AF就行
(6)BMO1-2010-3



思路
圆内接四边形,以直径为弦所构成的角为 90度
主要一定要考虑完全所有情况
(6)BMO1-2010-5

思路
我们要证明其在圆上,只需要证明其角度恒不变
这里面,要证明角不变,那么最后角的组成角肯定也不变,如果要想组成角不变,弦肯定是 ML

(6)BMO1-2011-3

思路

三角函数或相似均可
(6)BMO1-2011-3



思路

通过圆的性质倒角,然后导边
证明三角形边长的不等式,可以尝试用圆
(6)BMO1-2012-2

思路
证明同一条线:第一种方法:对顶角相等;第二种方法:平角

(6)BMO1-2012-5

思路
注意,面积最大时不一定周长最大.因此,我们要在固定一边为底时,让高尽可能大
因此,让一条已知边为底,另一条尽可能为直角边



(6)BMO1-2012-6

思路
第一种方法,倒角证明相似

第二种方法,O是圆心,我们接下来只需要证明 D'是 D即可
在圆 ACD’在 A点与 AB tangent,我们用红角=红角即可证明
同理可得到圆 ABD’在 A点与 AC tangent,因此 D'是 D

第三种方法,用方法二相似的方法证明两倍角,然后构建等腰三角形后被垂直平分



(6)BMO1-2013-2

思路

(6)BMO1-2013-5

思路

(6)BMO1-2013-6



思路
首先假设 a≤b≤c,那么 A≤B≤C
因为 a/b/c的大小不影响结论,所以说假设 a+b+c=1

因为

(6)BMO1-2014-5

思路
因为 F为中点,所以说两角相等



(6)BMO1-2015-2

思路

(6)BMO1-2015-5

思路

画完图后我们可以发现,貌似 PQRS//EF,因此,只需证明 PQ//QR//RS//EF即可

(6)BMO1-2016-4



思路
经过导角,我们可知 PA=PC,且 a+b应该为 90
因此,我们只要证明∆AQP为 RT∆即可

(6)BMO1-2017-3

思路
证明全等即可,多种方法

(6)BMO1-2018-4



思路
第一种思路是把两个角导到一块

第二种思路是证明 CDFE共圆即可

我们只需要证明 O’就是圆心即可,得到 O’为圆心后通过两个与切线的直角夹角就可以得到
所以说,我们首先假设 CDE共圆,通过导角便可知 O’为圆心,即可证明五点共圆
(6)BMO1-2018-5

思路



(6)BMO1-2019-3

思路

要想证明∠X=90,证明∠C+∠D=90即可

一定要用上全部条件！！！



数论部分
1.整除
(1)BMO1-2013-3

思路
答案:32014
(1)BMO1-2017-1

思路
我们发现,如果一个数能够整除 336,那么这个数的 remainder骤降到 0
否则 336remainder大 1

(1)BMO1-2018-1

思路

(1)BMO1-2018-2

思路
loop around



随后我们便可以分类讨论:n是否被 3整除

(1)BMO1-2019-5

思路
我们首先画一个表格整理一下变化

2.同余
(1)BMO1-2007-4



思路
先 mod分组,分完组后就是鸽笼定理
(3)BMO1-2017-6

思路
相当于取完 n-1个 cards之后,我们对 sum进行 mod n,然后补余数
因此,如果我们可以用完用来补的余数项的话就停止了
因为182>300,因此其每组用来补的余数项只有 17个(maximum)
当我们取完 17个数然后想要第 18个余数项的时候就不可能了,所以说 18不可能
答案:17
(1)BMO1-2019-1

思路

3.算数基本定理及约数定理
(1)BMO1-2015-1

思路
分成 52个 14天和剩下的 3天,对于每一组 14天,有 n个 shelf
要想 n整除书的数量,n要能够整除后面常数项,即求后面常数项的因数个数



4.裴蜀定理

5.最大公因数与最小公倍数

6.n进制

7.中国剩余定理



概率部分
1.排列组合概率
(1)BMO1-2005-2

思路
第一种方法是因为是 3组 4人,所以说每两组之间必定有两组 twins都同时存在,那么一共有
6C2×4C2种分法,但是因为 order of group doesn't matter,所以说要除以 6来取消重复;然后就
是每一组都有 2种选择进行分配自己组的名额了
第二种方法是假设 3组 6人,就是说现在有 6组三胞胎,最后我们把老三拿走就行;现在我们先
确定老三,那么每组有 2个老三,一共有 6C2×4C2种分法,但是因为组的顺序不重要,再除以 6
来消除重复;随后再确定老大老二在另外两组的位置;最后我们把老三拿走就行(不影响结果)
答案:980
(2)BMO1-2005-4

思路
因为要证明,所以说我们要通过理论去证明结论
与图形有关的情况下,涂色法是个不错的选择
走的顺序是:..-黑-白-黑-白-...
为了 maximise,黑色要走完,开头结尾都是白
然后问题就转换成了有多少个黑色三角形
答案:n2-n+1
(3)BMO1-2005-6

思路
这种复杂题,先考虑简单情况
假设有四个点,那么一共有两种组合方式（右图）
但是对于这两种组合方式,不管多余的点放在哪里
都会在 0个或 2个三角形中间
所以说,我们把 2005个点看成 1个点（设为 S）+2004个点
2004个点中可以找出 n组 4个点来,然后在每一组内,S都在偶数个三角形内（0或 2）
将这些 n组的结果相加后除以 2001（每个三角形被重复计算了 2001次）,结果一定是偶
（不可能是小数因为不符合现实意义）

(3)BMO1-2006-3



思路
插空法,一个一个来
先排好 12345,然后 6有 5个空,7有 7个,8有 8个,9有 9个
答案：2520
(3)BMO1-2009-3

思路
将分数分布转化成 path
或者用伪隔板法,每一个题目后面的那个分数代表该题分数
则一共有 10个下和 6个右,随后排列组合即可
答案:8008
(3)BMO1-2010-4

思路

(3)BMO1-2012-1



思路
答案：32
(3)BMO1-2013-4

思路
第一种思路是分成多少段时间,然后考虑每段时间的选择

第二种情况是 rest后有 3种选择,sport之后各有两种选择,然后一直套娃看有多少种可能性

(3)BMO1-2014-3

思路
看成每个人预定两个房间且只睡在左边的房间,为了能住在第 10间放我们虚构一个第 11间

因此,本质上便是从 11-4个元素中选择 3个空房间



(3)BMO1-2015-4

思路
我们把我们的操作在一个坐标轴上表示出来
假设 x轴代表 blue jar的球,y轴代表 red jar的球
放入/去除 red jar的球表示上下移动,放入/去除 blue jar的球表示右左移动
然后,我们根据条件,把不符合的格子划去,随后该问题就变成了一个类似下图的走格子问题
答案:2550

(3)BMO1-2016-1

思路
注意,我们只要看 odd即可,因此我们在前面补 0对结果没有影响



(3)BMO1-2017-2

思路
鸽笼原理,记得最后要验证极端情况是否可行
答案:90,25
(3)BMO1-2017-2

思路

首先,200✕200太大了,我们先考虑一个小点的情况
我们发现,每个单位区域内至少要有 2个格子
经过实验,我们发现当对角填涂时最为有效
答案:400



(3)BMO1-2018-6

思路
相当于我走了 r个 north的话就得走 r个 south,因此,总个数为

但是这一表达式是用求和写的,我们希望不用加法
我们发现,我们可以用 x+y和 x-y这两组数据表达一个坐标
而且因为结局肯定是 x+y=x-y=0,因此 x+y中有 1009个+1,x-y中有 1009个+1
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